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Resumo: Este trabalho tem por objetivo realizar um estudo sobre os
numeros poligonais, tema em evidéncia em diversos livros didaticos de ensino
fundamental e médio. Objetiva também fornecer material para consulta de
professores dos varios niveis de ensino como forma de enriquecer o conteudo, pois
o tema oferece varias possibilidades de exploragdo, podendo ser proposto desde
as series iniciais, para o estudo das operagoes de adi¢do e subtrag¢do, no ensino
fundamental, e, no ensino médio, para o estudo de seqiiéncias numéricas,
polinémios, fungoes, progressdo aritmética e andlise combinatoria, permitindo
estabelecer conexoes entre os diversos conteudos citados. Sua forma de
representa¢do geométrica pelo tratamento algébrico, o qual contribui para
evidenciar os processos matemdaticos de calculo, pode ser explorada na gerag¢do
de modelos matemdticos, e também explorada com a utilizagdo de material
concreto ou de software matemadatico, como o Cabri-Géométre.

Palavras-chave: Numeros poligonais, material didatico, representagdo
geométrica, modelo matematico.

1. INTRODUCAO

Este texto objetiva fornecer subsidios a metodologia dos professores de matematica
privilegiando a interdisciplinaridade da algebra, da aritmética com a geometria pela
abordagem dos numeros poligonais, através da sua representagdo geométrica e de
propriedades aritméticas e algébricas, originadas de analise das figuras geométricas,
que representam tais nimeros.

Serdao beneficiados professores dos varios niveis de ensino pois o tema oferece
varias possibilidades de exploragdo, podendo ser proposto desde as séries iniciais,para
auxiliar o estudo das operagdes de adi¢do e subtracdo, no ensino fundamental, e, no
ensino médio oferecer suporte para o estudo de seqiiéncias numéricas, polindmios,
fungdes, progressao aritmética e analise combinatoria, permitindo estabelecer conexdes
entre os diversos contetidos citados. Sua forma de representacdo geométrica pelo
tratamento algébrico, o qual contribui para evidenciar os processos matematicos de
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calculo, pode ser explorada na geracdo de modelos matematicos, e também explorada
com a utilizagdo de material concreto ou de software matematico, como o Cabri-
Géométre.

2. CONSIDERACOES HISTORICAS

No livro Fundamentos de Matematica Elementar, CARACA  salienta a
necessidade do homem fazer contagem a todo instante e afirma que se o mesmo
vivesse isolado talvez a necessidade de contagem reduziria, mas ndo totalmente. Assim,
a medida que a vida social se intensifica a contagem se impde como uma necessidade
cada vez maior e urgente Nessa perspectiva, o autor faz um incursdo pela historia e
discorre sobre o surgimento dos numeros.

A idéia de numero natural ndo é um produto puro do pensamento,
independentemente da experiéncia;, os homens ndo adquiriram
primeiro os numeros naturais para depois contarem, pelo contrario,

os numeros naturais foram-se formando lentamente pela pratica
diaria de contagens. (CARACA, 2003)

O mesmo autor coloca que sobre Pitdgoras, tem-se que:
A partir do século VI a.C., existiu e exerceu larga influéncia na
Grécia uma seita, de objetivos misticos e cientificos, denominada
escola pitagorica, dela parece ter sido Pitagoras o fundador. Serd
sempre um conjunto de idéias que caracterizavam essa seita que nos
referiremos quando empregarmos o nome de Pitagoras (CARACA,
2003).

Os pitagoricos adoravam os nimeros e acreditavam que tudo no universo era
nimero, pois nada se podia fazer sem o auxilio deles; porém, conheciam apenas os
nimeros inteiros € o0s numeros fraciondrios e, como gostavam de representar
quantidades como arranjo de formas harmoniosas, descobriram muitos padrdes
numericos.

A representagdo geométrica ou fisica de numeros por pontos ou
(seixos) em um plano e a investigagdo de suas propriedades eram um
estudo natural para os antigos pitagoricos. Casos especiais desses
numeros poligonais, numeros cuja representagdo geométrica
assumia a forma de varios poligonos ( GUNDLACH, 1992)

Sobre estes niimeros, GUNDLACH (1992) afirma que a discussdo mais
completa foi dada por um grego, Nicomaco de Gerasa ( 100 a.C.), em sua Introducdo
Arthimética, cujo manuscrito mais antigo nos remonta ao século X. O estudioso
apresenta seu material em forma de defini¢cdes e afirmagdes de principios gerais, com
explanagdes e muita ilustracoes.

3. NUMERO POLIGONAL

Um ntmero poligonal ¢ um nimero que pode ser representado por um arranjo
geométrico regular de pontos igualmente espacados. Se o arranjo der forma a um poligono
regular, o nimero ¢ chamado de numero poligonal, ou seja, um nimero que pode ser
arranjado como um poligono regular. Os matematicos antigos descobriram que os nimeros
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poderiam ser arranjados em determinadas maneiras quando foram representados por pedras,
seixos ou por sementes. Serdo apresentados alguns tipos de nimeros poligonais.
E apresentado um estudo dos numeros poligonais: triangulares, quadrados,
pentagonais, hexagonais.

4. NUMEROS TRIANGULARES
Um numero triangular, notado por T,, ¢ um numero figurado que pode ser
representado por uma grade triangular dos pontos onde a primeira fileira contém um
unico elemento e cada fileira subseqiiente contém um elemento a mais do que a
precedente. Os numeros triangulares estdo representados geometricamente pelos
padroes a seguir:

|
I
°
I
|
1 3 6 10 15
T, =1
T,=1+2 nL=1
T,=1+2+3 T,=3
T,=1+2+3+4 - L=6
T,=1+2+3+4+5 —— L=I0
. _ T,=15
T, =1+2+3+4+-+n
S _n2+n
"2

Fig 1 — Numeros triangulares

Verifica-se que o numero de pontos em cada uma destas formagdes triangulares
¢, evidentemente, a soma dos termos de wuma progressao aritmética. Assim, 0s
primeiros numeros triangulares sdo 1, 3, 6, 10 ...

Como um ntmero triangular ¢ um nimero obtido, adicionando-se todos os
inteiros positivos até o do n-ésimo termo logo, a soma parcial de » termos da progressao
aritmética: 1, 2, 3, 4, 5 ...T, representa o numero triangular.

n(al + an)

A soma de “n” termos de uma PA ¢ dada por S, = , tomando a PA:

1,2,3,

_n(l+n) _n’+
2

Uma propriedade interessante ¢é:

1°.  Se somarmos a unidade com oito vezes um nimero triangular, obtemos o

quadrado de um nimero impar ( dado por Plutarco 100 a. C. ) e Diofanto
(250d. C.)

[.  Um nimero impar ¢ da forma: 2n +1
II.  Seu quadrado é: (2n + 1)2 =4n’ +4n+1

n 7 7 , .
4,5..n-> 8§ =T , que ¢ a formula geral dos nimeros triangulares.
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2
n-+n

2

[I. Um nimero triangular ¢ da forma: 7, =
IV. Tomando-se

2
1+8T, :1+23E-'i72j:1+4(n2 +n)=4n’ +4n+1=(2n +1)’

Por exemplo se tomarmos 7 =5, entdo: (2 5+ 1)2 =11°

Pela representacdo geométrica temos um quadrado de lado 11 formado por

8 tridngulos 7 mais um ponto no centro, que representa a unidade (1).

98e00@CCOTEH
00000000000
00000000000
00000000000
90000000000
00000000000
00000000000
00000000000
20000000000
00000000000
cnontoeeeoe®

Fig2 - 1+8T, =11

5. NUMEROS QUADRADOS
Um numero quadrado, chamado também quadrado perfeito pode ser
representado por uma grade quadrada de pontos e podem ser representados
geometricamente pelos padroes a seguir:

®
1 4 9 16
Fig 3 — Numeros quadrados

0 =1 B

0, =1+3 — 9°

0, =1+3+5 — &°F

0,=1+3+5+7 — &=

: 0,=16

O =1+3+5+7++n :
Qn=n2

O numero de pontos em cada uma dessas formagdes quadradas €, também, a
soma dos termos de uma progressao aritmética. Assim, os primeiros numeros quadrados
sao: 1,4,9, 16, 25 ...

A seqiiéncia de numeros quadrados possui também algumas propriedades
expostas a seguir:

Cada numero quadrado equivale a soma parcial dos niumeros da progressao
aritmética que ¢ a seqiéncia dos numeros Iimpares consecutivos:
1+3+5+7+9+.--+2n-1

Tomando a soma dos termos da P.A. 1+3+5+7+9+-.-+2n—1, teremos
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_n(1+2n-1) _n+2n"-n_2n° _ 2
! 2 2 2
Sendo entdo 7, =»* a formula geral dos nimeros quadrados.

S

Duas propriedades com nimeros triangulares sao:
1°.  Dois nimeros triangulares consecutivos formam um quadrado perfeito:

Por exemplo, tomando 7, +7, =7° geometricamente é um quadrado

composto de dois triangulos: T e 7.

Figura 4 — Dois numeros triangulares consecutivos formam um quadrado perfeito, no
exemplo T, + T,

Que pode ser demonstrado como segue:

T,— > 1+2+3+4+5+6+---+n

+ + 0 :

T -1 1+2+3+4+5+---+n-1
T P1I43+5+7+9+11++2n—1
Isto é, T,_, +T, =n’

Ou ainda,
1+ n+l)(n+2 + +n+
T +Tn+1:n( n)+( Yn+2) _(n+1)(n+n 2):(”4_1)2
2 2 2
Ou seja: A soma de dois numeros triangulares consecutivos ¢ um quadrado
perfeito.

2°.  Os numeros 1, 36, 1225, 41616, 1413721, 48024900 sao denominados:
nameros “triangulares quadrados”, isto ¢, estes numeros sdo
simultaneamente triangulares e quadrados (PIETENPOL, 1962)

Fig 5 — 36 ¢ nimero triangular e quadrado
As propriedades dos nimeros quadrados e triangulares fascinaram Pitdgoras. Por
exemplo o nimero 4 equivale a soma de dois niimeros impares, 1 + 3 e o nimero
9 equivale a soma dos trés primeiros numeros impares, 1+ 3 + 5 , e assim por
diante .
Enquanto que os numeros quadrados sdo todos iguais a soma de
todos os numeros impares consecutivos, Pitagoras percebeu que, do
mesmo modo, os numeros triangulares sdo as somas de todos os
numeros consecutivos, tanto pares como impares. E que os numeros
quadrados e triangulares estdo relacionados; se adicionarmos um

numero triangular anterior ou ao proximo, obteremos um numero
quadrado (MLODINOW, 2004).
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6. NUMEROS PENTAGONAIS

Os nuimeros pentagonais sdo numeros figurados que representam pentagonos e
podem ser expressos conforme figura abaixo.

- DRI

Fig 6 — Numeros pentagonais
A soma parcial de n termos da Progressdo Aritmética:
P =1+4+ 7+ 10+ 13+...+ (3n-2), resulta num numero pentagonal, e a sua

n(1+3n-2) _n(3n-1)

2 2
Algumas propriedades podem ser facilmente comprovadas:

1°. Verifica-se que: P, =37, +n. Sabendo-se que o numero triangular 7, ¢

n(n +1)

soma fornece a formula geral dos niimeros pentagonais: s, =

dado por T, =

o= (n-1) (n-1+1)

n-1

, entao:

(n—l)@rz

donde P, =3T,_ +n sera:

2 2
» :3E(n—l)ﬂ1+n:(3n—3)ﬂz+n _n[3n=3+1] _n(3n-2)
" 2

2 2
R=1
P =1+4 A=
P=1+4+7 — £
P,=1+4+7+10 —— A=k
: P, =22
P =1+4+7+10+--+3n-2
_3n*-n
Para ilustrar, tomemos n=10. A soma dos dez primeiros fermos da progressio
e e 1 -1 , L ,
aritmetica € S, = % =145 que ¢ o décimo numero pentagonal.

Por exemplo se fizermos n =5, teremos 3(trés) tridngulos 7, mas 5
(cinco) pontos, representados por azul na figura:

Fig 7- Forma pentagonal basica P, =37 _, +n, apresentada por GUNDLACH, 1992.

2°, A segunda forma ndo enfatiza a forma pentagonal, mas ilustra a relagcdo
B =0+T,,.
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Fig 8. Segunda forma P, = Q, +T, _, apresentada por GUNDLACH, 1992
7.  NUMEROS HEXAGONAIS

Os numeros hexagonais podem ser expressos conforme figura abaixo.

AP @

Fig 9 — Numeros hexagoanis

A série de nimeros hexagonais ¢ tal que qualquer nimero ¢ a soma dos termos
de uma progressao aritmética de razao 4, como a seguir: 1,5,9,13 ... 4n -3
Uma vez que n-ésimo termo da progressﬁo aritmética acima ¢ 3n — 2, a soma dos
_n(l+4n- 3) 4n’ —2n
2 2
CONWAY (1996), apresenta mais duas propriedades dos nimeros hexagonais:
10 H,=3T,_,+T,=n(2n-1)

primeiros n termos ¢: S, =

ou H, =n2n-1).

sasse
' ' ' Ty
-.=.:.= s3sss
$%00qe*"s 5P 33388
%, o** 4‘. “0008

° ‘Y ) ee eeose

Figura 10
2°.  H,=1+6T,_, =1-3n+3n"

-Egi -Egi

Figura 11
Generalizando, s3o realizados algumas consideracdes e apresentados modelos

algébricos para os nimeros poligonais.

GUNDLACH, (1992) afirma que, seguindo a tradi¢cao dos pitagoricos, Nicomaco
ndo considera a unidade ou 1, como um numero. Ele faz a seguinte afirmacdo: “ A
unidade pode parecer, potencialmente um tridngulo, ¢ 3 € o primeiro realmente”. Do
mesmo modo, a unidade ¢ potencialmente, um quadrado, um nimero pentagonal e
assim por diante.

Em seu cléssico Arithmética, o grego Diofanto ( 250 d. C.) também escreveu
sobre os numeros poligonais, do qual s6 um fragmento é conhecido. Ele propds o
seguinte problema : “ Dado um nimero, achar de quantas maneiras ele pode ser um
numero poligonal”

| Triangular | 1 | 3 | 6 | 10 | 15 | 21 | 28 | 36 | 45 | 55 |




IV EMEM NOVEMBRO DE 2006 8

Quadrado 1 4 9 16 | 25 [ 36 | 49 | 64 | 81 | 100
Pentagonal 1 5 12 22 35 70 92 145
Hexagonal | 1 6 15 | 28 91 | 120 [ 153 | 190
Heptagonal | 1 7 18 | 34 M\\ | 112 | 148 [ 189 | 235

Consultando a tabela construida por Nicomaco, podemos notar que 36 ¢ um
nimero triangular e quadrado; 55 ¢ ¢ triangular e heptagonal e 81 ¢ um namero
quadrado e heptagonal.

Podemos generalizar os numeros poligonais, com uma formula que se aplica a
poligonos de qualquer nimero k de lados. As séries de ntimeros poligonais sdo infinitas,
mas podemos determinar qualquer um de seus termos por meio de simples
substitui¢des. Para deduzirmos a férmula, basta perceber que as seqiiéncia de nimeros
poligonais formam uma progressao aritmética. A tabela 1 mostra o fato com clareza.

Numero Soma dos termos de uma Termo Geral: A, Soma dos termos:
poligonal seqiiéncia numérica a,=a,+(n-1)r g 2t o
n )
Triangular | S;= 14+2+3+4+...+n a,=n g = l(nz +,,)D T = l(nz = n)
"2 P2
Quadrado | S,= 1+3+5+7+...+ 2n-1 a,=2n-1 S, =n*0 T,=--
Pentagonal | S;= 1+4+7+10+...+ 3n-2 a,=3n-2 3 :%(3,12 ) O py=
Hexagonal | S,= 1+5+9+13+...4+ 4n-3 a, =4n-3 S =2n*-n0 H,=--
Heptagonal | S,= 1+6+11+16+...+ 5n-4 a,=5n-4 3 =%(5n2 _3n) 0 H, =
Octagonal | S;= 1+7+13+19+...+ 6n-5 a,=6n-5 S,=3n*-2n 0 O =
Nonagonal | S,= 1+8+15+23+...+ Tn-6 a,=Tn-6 3 :%(7,12 _5n) 0 N, =
Decagonal | S,= 1+9+17+25+...+ 8n-7 a,=8n-17 S = 2( " _6n) 0 D, =
k- gonal Sy =1+ k=D +[le-1)+ A+ ta=(k-2n-(k-3) | @ =(k-2)n-(k-3) S;’:g[2+(k—2)(n—1)] 0 P =

Tabela 1 — Numeros poligonais de k lados

GUNDLACH (1992) cita que, embora a generaliza¢do nao aparega no trabalho
de Nicomaco, atribui-se a Hipsicles ( 180%. C.) o resultado ( aqui enunciado de forma
moderna) de que o n-ésimo niimero K-gonal ¢ dado por:

a"=5;=§[2+(n—1)(k—2)]=n ”(” n( =D g oy

Podemos checar a formula acima, com resultados j Ja obtidos.
Assim para a série de niameros triangulares, k = 3, de modo que o n-ésimo termo

da série ¢ P’

(3-2)=

+n(n—1) 2n+n*-n _n’+n
2

2

, como ja foi determinado.
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Determinou-se, anteriormente, que o décimo termo da série de numeros
pentagonais ¢ 145. Introduzindo n=10 e k=5 na formula P =g[2+(n—l)(k—2)],
obtemos:

P =%[2 +(10-1)(5-2)] =5(2+9.3) =5(29) =145,

Os enunciados a seguir sdo atribuidos a Pierre de Fermat (1601-1665), que foi na
verdade, advogado francés que perseguiu a matematica de forma amadora; seu trabalho
na teoria do numero era de tal qualidade que ele foi considerado um dos maiores
matematicos de todos os tempos. Fermat descobriu que existe uma relacao simples entre
a série de nimeros poligonais e todos os nimeros naturais. HUNTLTLEY (1995)
apresenta essas relacdes em uma série de afirmagoes :

i. Todo niimero triangular ou ¢ a soma de dois ou de trés nimeros triangulares.
i1. Todo niimero quadrado ou ¢ a soma de dois, trés ou quatro nimeros quadrados.
iii. Todo numero pentagonal ou ¢ a soma de dois, trés, quatro ou cinco niimeros
pentagonais
iv. Todo numero hexagonal ou ¢ a soma de dois, trés, quatro, cinco ou seis nimeros
hexagonais.

9. CONCLUSAO

Os numeros poligonais tém sido estudados ao longo dos tempos por varios
matematicos. Sua representagdo inicial foi geométrica ou fisica, por pontos ou seixos,
sendo exploradas as defini¢des e afirmacdes baseadas na aritmética. Depois, foram
introduzidos os simbolismos algébricos para expressar ou demonstrar varios resultados
das regularidades observadas.

Coerente com este desenvolvimento histérico dos nimeros poligonais, neste
texto foi realizada uma abordagem metodologica privilegiando a integracao do
tratamento do contetido estudado utilizando a aritmética, quando se trabalhou a
sequéncia dos numeros, a algebra quando foi determinada uma féormula geral, isto é, um
modelo para o calculo dos numeros poligonais e, com destaque foi realizada a
representacdo geométrica, a qual ilustra e subsidia o entendimento conceitual e das
propriedades dos varios tipos de nimeros poligonais.

Com este estudo, foi possivel observar a presenga de varios processos
matematicos envolvidos como: a procura de regularidades e invariantes, a
generalizacdo, a formalizacdo, a abstracdo, a comunicagdo de idéias matematicas, a
modelagem e a demonstracdo que necessitam ser evidenciados para que o aluno se
conscientize de sua aprendizagem.

A exploracdo dos nimeros poligonais ¢ uma excelente atividade de investigagao
matematica, que pode ser levada para a sala de aula desde as séries iniciais do ensino
fundamental. Estudantes que ja t€ém uma boa nocdo de progressdo aritmética, terdo por
meio dessa explora¢do, maior poder de argumentagdo na validagdo das conjecturas
levantadas. Sua exploracdo permitird uma boa conexao entre os contetidos estudados,
contribuindo de forma positiva para melhor apropriacdo dos conceitos e uma
conseqiiente aprendizagem significativa.
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